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XXX. 
SOPRA LE EQUAZIONI DI HERTZ 


« Nuovo Cimento », ser. 3, vol. XXIX, 1891, pp. 53-63. 


1. In una Memoria, la cui traduzione è comparsa nel fascicolo prece- 
dente di questo giornale, HERTZ ha ricavato da uno stesso sistema di equa- 
zioni differenziali le leggi note della elettrostatica, del magnetismo e della 
elettrodinamica pel caso dei corpi in quiete. In una Memoria stampata nel- 
l'ottobre scorso negli «Annali di Wiedemann» lo stesso Autore ha stabilito delle 
equazioni differenziali analoghe pel caso dei corpi in moto. La ipotesi da cui 
egli è partito per giungere a queste ultime equazioni è la seguente: 

Nel caso dei corpi in quiete la variazione istantanea dello stato magne- 
tico dipende unicamente dalla ripartizione della forza elettrica nelle vici- 
nanze del punto. In un corpo in movimento a questa variazione se ne 
aggiunge una seconda che si sovrappone in ogni istante alla prima e che pro- 
viene dalia deformazione che ha luogo nelle vicinanze del punto per il movi- 
mento. Ammetteremo che l’influenza del movimento sia tale che, se essa 
agisse da sola, le linee di forza magnetiche sarebbero trasportate dal corpo 
nel suo moto. Lo stesso ammetteremo per la variazione della polarizza- 
zione elettrica dovuta al movimento » 0. 

Partendo da tale ipotesi HERTZ è giunto alle sue equazioni nelle quali 
egli fa comparire, come in quelle per i corpi in quiete, le componenti della 
forza magnetica, quelle della forza elettrica, le componenti delle polariz- 
zazioni elettriche e magnetiche e le componenti della corrente elettrica. 

La detta ipotesi fondamentale di HERTZ, essendo relativa alle linee di 
forza elettriche e magnetiche, mi sono proposto di ottenere le equazioni fon- 
damentali della elettrodinamica pel caso dei corpi in quiete, in modo da 
porre in evidenza gli elementi proprî ad individuare le dette linee di forza. 
In tal modo ricorrendo ad un sistema di coordinate curvilinee si giunge ad 
un sistema di equazioni differenziali, le quali, seguendo la ipotesi di HERTZ, 
si estendono senza alcuna modificazione al caso dei corpi in moto. Le variabili 
indipendenti relative allo spazio che in esse compariscono sono quei para- 
metri che individuano sempre le medesime particelle dei corpi che si consi- 
derano, analoghi a quei parametri che si scelgono come variabili indipen- 
denti nelle equazioni della idrodinamica di LAGRANGE ©. 


(1) « Wied. Ann. » Bd XLI, s. 372. 
(2) Vedi KIRCHHOFF, Mechanik, 2. e Auflage, s. 163. 
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Mi sembra che le equazioni (V), (V^) della presente Nota, le quali sotto 
la stessa forma rappresentano le equazioni fondamentali della. elettrodi- 
namica, tanto nel caso di corpi in moto, quanto nel caso dei corpi in quiete 
esprimano analiticamente in maniera evidente la ipotesi fondamentale di 
HERTZ. 


2. Denotiamo con 


(I) o A Ap È PAR ORE: TAER SA ; Abaco ; Lss desi vio 3 Wi,W,,W, 


le componenti della forza elettrica, della forza magnetica, della polarizza- 
zione elettrica, di quella magnetica e le componenti della corrente elettrica. 
Queste quantità saranno legate fra loro dalle relazioni lineari 


| Ag = Ridi 4 WA tg di , L= Bi La Ag Ba La + Balh, 


Xa = dA Ta Aa T 3%, Li=BaZi + Baa La F Baa Lgi 

1) | Xa = Ag Ar H Aga Xa H 3A , Li=BnZ:+ Boa Za F BZ, 
W, = Yn Xı + Y Xa + Yn Xa HW 
| Wa = Va X+ Yao Ta E Yas As HW, 


Wy= Vir Tr + Ya Ta + Ya La HW 


essendo vs = Asi , Bis = Psi, Yis = Ysi. Le w? , w , w, sono delle quantità dipen- 
denti solo dalle forze elettromotrici nei varii punti dello spazio. 
Si ponga, chiamando x, , %2, %, le coordinate eartesiane ©, 


pile , Pa) _ Ep da) 
di gr P 442,23) ME i AES] 
d(pr,®2 ’ dr, Y2) 
to jani mjah 
big n , Q2) RL d (Pr, 2) 
X= A (Fi ita) \ L,=4 d(%:,%2)" 
Avremo 
dor A T= y de de T= 
Ai dxi sa rar mb ea = , A, dx; +43 tA4, 
di E r hi z dh A "a 
Lade Tin, T A , Li Tr + LTr, +Z, 
quindi le linee 
= cost , Ọ = cost 
saranno le linee di forza elettriche e le 
ù, = cost ‘, <,= cost 


le linee di forza magnetiche. 


d (Ẹ1 , Pa) 
d (Xi 2s) i f 
rispetto alle variabili x; , xs. Lo stesso si dica dei simboli analoghi usati appresso. 


(3) Col simbolo intenderemo denotare il determinante funzionale delle gr, 92 
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Se denotiamo con F la risultante di X, , X, , X}, preso un tubo di forza 
formato dalle superficie 


rs Oga y UAN ii do, » Pa ip dọ, 
sarà 


ọ dọ, dg, = Fdo 


essendo do la sezione del tubo di forza. 


3. Prendendo un sistema di coordinate curvilinee x, , ,, u, e ponendo 
d(%1,%2,%3) 
D = 5—2, 
d (ur su2 3, u3) 
avremo 


xX: = o [ee A (te a ta) o pas Elpro Dah, Gir) iero) i A (pn tiak 
d (uz ,u3) d (xipi , Xi +2) d (u3, U1) d(Xi+1,4i+2) d (ux , U2) d(Xi41,Xi+2) 


no r [ge 92) dzi | d(p1:,92) di; yi d(px,92) dzi), 
d (Ua , uz) dur d (uz , ur) du, * d(ur,ua) duz 


Quindi ponendo per semplicità 


d (91; 92) 
(1) Ui = Wij D d (Uir sUi +2) 
avremo 
(2) = X; U; %4 Ai, 
Avremo pure con un calcolo identico, Geral 

, i au Ca da) 
(1) Vi=D a ita) 
(2) AE 


4. Esaminiamo ora la forma quadratica 
f= 12%, Ars Avi 


Chiamando A,; i coefficienti della forma trasformata nelle variabili U;, 
si otterrà 


=, Abi U} UF: 


Quindi 
df df 

Di Zy dr = = b, TO du, . 
Ora per le (I°) 

X, dr, = 2, X, der: 
Ponendo analogamente 

dj 

(3) FE =D An U, = U,, 
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CER III NT TOO RE rie se 
. risulterà > 


(4) | vate tu. 


In modo del tutto simile considerando la forma quadratica 


f= $, E, Br L L= >E, 2, Bn V, V, 


e ponendo 

(3°) seduto saNo 
otterremo 

(4°) di Ly te = Zi Vi dite. 


Finalmente consideriamo la forma quadratica 


f'=1% 3 Yrs ArA == =I, 2, Ls U, U.. 


Avremo 


x df" PA EPIR s4r+2) IPO df'' £ dU,; d(Xr+1 1%r+2) 
dA, d(Up43,%443) "AU, dX, dz Us) 


Ora dalle (2) segue 


dX, di, D d(&s4,, Sie 16 
Quindi 
» dU; d(%r+1,%r+2) __ 1 d(Xr+1,%r+2) d (Xrti , ra) 


i dX, d (Ury , ARET D "d (4541 4 Usta) d(u,s, . Usa) 


pi T Hir htr, Hs+14+2 K 
D Hs+a ktr, Hs+24+2 ih 


denotando con 
ds’ = H, dui + Hna dui + Hy duh + 2 H, du, du, + 2 H, du du, + 2 H,, du, du, 


il quadrato dellľ’elemento lineare dello spazio espresso in coordinate curvi- 
linee 2, y 2%, , U3. 
Ne segue 


df" d(Xr+: Xr+2) o d(xr+ È a ) 
x ’ di > an — Ww I,4rt2 
ARA RO Mi 8) RA 


= Kss = Xs Ka W; 


f” 
*dU; 
avendo posto 


ion LIE 
W, = gg, tn Us 


Per conseguenza 


Det Ri +W°) 


d (thyr Uhta) 


in cui W? dipende solo dalle forze elettromotrici nei varii punti dello spazio. 
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Ponendo 
W. = W, +W’, 
otterremo 
gt 60 W,=Z,1,U,+W! 
(4) PIE oi nti: Fosa AL A 


r Wr 
d (thyr , Uhta) 


5. Ciò premesso teniamo presente che le equazioni fondamentali della 
elettrodinamica nel caso dei corpi in quiete legano fra loro le diverse quan- 
tità (I) mediante le relazioni 


AA ‘dl, il dla 


= Ru gh, ur) (ada & 


dn Ii 


Immaginiamo tracciata una curva arbitraria s come contorno di un pezzo 
di superficie o. Denotiamo con x la normale a questa superficie, con u,v 
un sistema di coordinate curvilinee relative alla superficie stessa. Moltipli- 
cando le (III) e (III) rispettivamente per 


SL d (x2 , x3) 
cos 2Xx; do = #0 du dv 


1 Sy d (x3 , xı) 
cos ndo = E RI du dv 


cos Nta dO; = COLEI du dv 


sommando e integrando alla superficie o, si otterrà, mediante l'applicazione 
del teorema di STOKES, 


AG [Zi X: cos nzi do = |E Ldn—4 TA |E; w; SES dudo 


A Fx Li cos nx; do = — fz: X; dxi | 


o 


Ora a cagione delle (II), (II) 


D; X; cos nido = 9 SPE) du dv ©, a b ha do = VEL dudv; 


quindi le formule precedenti potranno scriversi 


d f dlr, Qa) A A FAN "Eoy; itafika); 
AG fo Gee dudv = [Ei Lids: 47TA |È; ws d(u,v) du dv 


v 
o 


d d (Y1 , Ya) d Ras > 5 r 
AG SI ee dudo = | Z: X: dx; 
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ovvero a cagione delle (4), (4^), (4°) 


d d (Q1, 92) R AA VAS š d (ui I, Vit 
(5) A) O a m dv = |z V; dui risp bik (Ds Ko; Wye tia du do 


S 


i d fu ER. "a 
(5) AIN du dv = — (ZU; du. 


Applicando di nuovo il teorema di STOKES, dalle equazioni precedenti 


si deduce 


d $ . $ d (Ui+: , Ui+2) ET } dVi+i AVi+a d (i+: i Uit2) 
A a | Z; U; D mon “nia du dv = [x (Pr gps ) sr e dv 


— 4TA [Z (£ Ku W.) Sta) dy du 


d fo gr. ry Z(Uitr , uita) — [y.(ÉUita dUit) d (Uir 1 %;+2 
illo ana a a 


La superficie o essendo qualunque, si avrà dunque 


(IV) ade aa anA A RA EW: 

av’) AT OTC T S 

ovvero 

M A a e ira W 
v) e a 


Le equazioni (IV) e (IV^) ovvero le (V) e (V’) si potranno sostituire alle 
equazioni fondamentali (III) e (IIT) della elettrodinamica. In esse si ha rie- 


pilogando le (3), (3), (3°), 
| U, va Zi Aa Ü; = i Li Ari 2p g) 


d(Uit1,Ui+2) 


ini gini d (fr, do) 
V, = X; Bn V; = -5 X B — 


= d (i+: ’ Uit2) 


NOT = I paid LP ppi id) o 

(VI) W, = X Tu UAW S $i we 
ESAE S A a 
D*' = Fha 2 SARI > RS s 


Hy: , Hy ’ Hay; 


\ 


6. Nelle formule (V) e (V^) che abbiamo ora ottenuto compariscono 
in evidenza gli elementi proprii ad individuare le linee di forza elettriche e 
magnetiche (vedi $ 2). Il vantaggio che si ha sostituendo le equazioni (V) 


` 
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e (V^) alle equazioni (III) e (III’) consiste in questo, che, secondo l'ipotesi 
. di HERTZ, esse valgono sotto la medesima forma anche per i corpi in movimento. 
Basterà perciò supporre nelle equazioni stesse che le v, ,%,,%; denotino le 
coordinate di una particella del corpo in movimento in un istante deter- 
minato; in altri termini basterà supporre che le %,,%.,,%; siano dei para- 
metri qualunque che individuano sempre la medesima particella del corpo in 
movimento. 

Si riconosce immediatamente come dalle equazioni (V) e (V^) possano 
ricavarsi le formule (14) e (13) della citata Memoria di HERTZ ©. 

Denotiamo infatti con v, , va, v, le coordinate della particella al tempo 4. 
Avremo 


(6) I= U, (Wi, Rao E) , Va = Va (j Un ,U3 ;8) , Vi=V3 (UU, U3; È). 


Considerando i valori di @, 9, , 9.; Y, p, , Y,, corrispondenti sempre ad 
uno stesso punto vV, ,v,,%; fisso nello spazio, risulterà 


P = P (V: , Va, V33F) ’ P: = Pr (V: , Va, U3, Ê) , Pi e POE S, 
W EO TO, a ah) ’ d = d(0,,0.,0,, 8) ’ p, = d (0,003, À. 


Sostituendo in queste formule per le 7, le loro espressioni (6) si otter- 
ranno i valori 


Q = Ọ (U, , Uz , Uz y É) Y. P: = F, (U, , Ua , U , É) , Pa = P3 (U; , Un , Ug, Ê) 
p = Y (u, , Ua , U b) ’ Pı = di (Ur , Uas U, E) ’ da = Ya (U, p Ua , Uy, 8) 


corrispondenti sempre alla stessa particella mobile. 
Denotiamo ora rispettivamente 


do; (21 s U2, Uz ’ t) de; 
TTI MER 
de; (Vi , V2 , U3 , £) do; 
E MR elfi tp. con de 


e le analoghe notazioni usiamo per le y;. Poniamo poi 


+ _ Wi (Ur , Ua , uz, t) 


éd di 
Si avrà 

d d (Q1 , Q2) |=z d | d (Q1 , Q2) d (Us +1 , Us +2) 
dt k d (Ur+1 , Ur+2) ` di l d (Us+ z Lora d (Ur+: ,Ur+32) 

HE oto | Sta 

d(Us+1 Us+2) d (Ury r , Ur+2) d (Ur+1,%r+2) 

Ilr pa) x| d (91 , 2) d d( 

s PA SA i FI Cia Pr, Q2) i 
Aereo d(Us+: , Us +2) di ? d (Us 41 vt 4 du, G PIANI A 


(4) « Wied. Ann. », Bd. XLI, s. 374. 
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o: DC 
Supponendo che nell'istante # le x, , v, , u, coincidano colle v, , v, , v, avremo 


quindi 


Ž (DU) = S (DU) H Za so (DU) v; + D |u, bi vi istr] 


du +ı dur+2 
n I CAIO e r 
"n dur+1 ha dur+2 


e analogamente si otterrà l’espressione di LD). Quindi le equazioni (V) 
e (V’) potranno scriversi 


VI U. S ; D U. | dvr+: Da 
(VI) O r) T * dun a r) va +D )U, page AP 
H dur di _ AN okt dVr+a 
nra dür+ı rita dur+a w dur+2 laia dur+ı “Mea AZ; Kss Wi 
VI y. x j dur: è dvr+3 
( ) Ir, AR ca SELAN D V, durti T dur+2 
PAN i duy Tii a ses dU,+2 dUr+:i 
iaj dur+ı È dur+ 3 IR dur+1 Cla dur+a 


le quali si riducono alle formule (17) e (13) di HERTZ nel caso delle coordi- 
nate cartesiane. Le equazioni (V) e (V’) hanno in certo modo le loro cor- 
rispettive nelle equazioni della idrodinamica di LAGRANGE, mentre le (VI) 
e (VI) in quelle di EuLERO. 


7. Il principio della conservazione dell’elettricità e del magnetismo 
viene espresso (derivando le (V) e (VI’) rispetto ad u; e poi sommando) dalle 
formule 


d d(0,9:,%92) 
di d(ur,u2,43 


d dgh) _ 
N dt d (Ur , U2 , u3) 


îs 


(VII) 
O. 


Le (5) e (5') possono ancora scriversi 


d r i+ r, Uit 
A g fed do, = XVidu—4rA/ x; (>. Ks: Ws) PELI dy du 


o 


(VII) 3 
AS f pdp, dp, = -f DU; di. 


Esse sono equivalenti alle (V) e (V^) e valgono tanto pei corpi mobili quanto 
per quelli in quiete. 
Supponendo le W, nulle sopra c, la prima di esse diviene 


(IX) AL fode, do, Ai S; V; dui 


=- che esprime la legge dell’induzione nei circuiti chiusi mobili o no. 
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